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Systemdefinition und Systemabgrenzung

Es werden alle als Tunnel klassierten Bauwerke fur den motorisierten Strassenverkehr im
Verantwortungsbereich des ASTRA bertcksichtigt. Die Methodik ist prinzipiell auf Stras-
sentunnel mit einer Lange von 300 m und langer ausgelegt.

Briicken, Uberfiihrungen oder Wildtierquerungen, die unterfahren werden und die eine
Breite von mehr als 300 m haben, zahlen ebenfalls zu Bauwerken mit tunnelahnlichen Zu-
standen und kdnnen beurteilt werden.

Ausgeschlossen sind Anlagen fur den ruhenden Verkehr sowie Zufahrten zu solchen An-
lagen.

Abgrenzung des Bauwerktyps

Die Methodik ist gultig fur Strassentunnel im Nationalstrassennetz, die eine Lange von
mehr als 300 m haben. In Einhausungen und in Galerien herrschen teilweise tunnelahnli-
che Zustande, die mit der vorliegenden Methodik beurteilt werden kdénnen.

Die Beleuchtungssituation in Galerien, die einseitig gedffnet sind, kann signifikant besser
als in beleuchteten Tunneln. Diesem Effekt ist Rechnung zu tragen und die Leuchtstarke
ist projektspezifisch zu bestimmen.

In Bezug auf die Rauchausbreitung nach Branden sind die Grésse der Offnungen und der
mdgliche Rauchaustritt zu beriicksichtigen. Da Galerien und Einhausungen selten Luf-
tungsanlagen haben, muss bestimmt werden, welchem Liiftungstyp die Offnungen ent-
sprechen.

In Bezug auf die Entfluchtung muss gepriift werden, ob und in welchem Abstand eine
Flucht durch die Offnungen méglich ist.

Einseitig vollstandig gedffnete Galerien, wie etwa leichte Steinschlaggalerien, oder ein-
bzw. zweiseitig gedffnete Kunstbauten mit einer Offnungsflache von mehr als 80 % und
einer geschlossenen Decke kénnen nicht mehr als tunneldhnlich betrachtet werden und
liegen ausserhalb des Giiltigkeitsbereichs der Methodik.

Raumliche Abgrenzung

Betrachtet werden der Tunnel sowie die Strasse 50 m vor dem Tunnelportal und 50 m nach
dem Tunnelportal. Die Portalzonen sind in der Systemgrenze enthalten. Alle Ereignisse
ausserhalb dieses Bereichs, wie beispielsweise Umwegkosten fur den Strassenbenutzer
durch Sperrungen werden nicht berlcksichtigt. Ist dies in einem Projekt notwendig, kann
die Risikobeurteilung gemass [39] erweitert werden.
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Jéhrliche Massnahmenkosten M, [CHF/a]

Abb. 5.16 Bewertung der Akzeptanz von Einzelmassnahmen anhand eines Beispiels mit
fuinf diskreten Massnahmenvarianten M1 bis M5.

In diesem Beispiel beeinflussen sich die einzelnen Massnahmen. Beim Massnahmenpaket
M4-M5 und M4-M5-M1 beeinflussen sich die Massnahmen nicht gegenseitig und Nutzen
und Kosten sind rein additiv. Durch Hinzunahme von M3 und M2 ist dies nicht mehr der
Fall. Die Werte sind in Abb. 5.17 gegeben.

Abb. 5.17 Beispiel fiir die Darstellung der Risiken zur Bewertung der Massnahmenkom-
binationen.

Massnahme i X Mko 2 Mo MRS 2 Mnu MRS / AZ Mko
M4 709'429 3'429'970 4.83
M4-M5 3'184'839 7'436'740 1.62
M4-M5-M1 3732608 8191230 1.38
M4-M5-M1-M3? 4'409221 8560230 0.54
M4-M5-M1-M3-M23 4'859'517 8706605 0.33

2 Beim Massnahmenpaket M4-M5-M1-M3 beeinflussen sich sowohl die Massnahmenkosten als auch der Mass-
nahmennutzen gegenseitig, so dass die Werte nicht einer einfachen Summierung der Einzelmassnahmen ent-
sprechen.

3 Durch Hinzunahme der Massnahme M2 zum Paket M4-M5-M1-M3 beeinflusst sich der Massnahmennutzen
gegenseitig. Der Gesamtnutzen entspricht nicht der Summe der einzelnen Massnahmennutzenwerte.
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1.1.9 Kurvenradius

Falls keine Informationen tGber den Kurvenradius eines Segmentes vorhanden ist, so kann
mit der a-priori Verteilung des Kurvenradius fir ein Segment gerechnet werden. Diese ist
in Abb. 1.4 gegeben.

Abb. 1.4 A-priori Wahrscheinlichkeit des Kurvenradius.

Radius [m] A-priori Verteilung
0-50 0.0011
50 - 60 0.0002
60 - 70 0.0003
70 - 80 0.0003
80 -90 0.0004
90 - 100 0.0004
100 - 110 0.0005
110 - 120 0.0006
120 - 130 0.0007
130 - 140 0.0008
140 - 150 0.0009
150 - 160 0.0010
160 - 170 0.0012
170 - 180 0.0014
180 - 190 0.0016
190 - 200 0.0018
200 - 250 0.0128
250 - 300 0.0219
300 - 350 0.0346
350 - 400 0.0508
400 - 450 0.0691
450 - 500 0.0869
500 - 550 0.1013
550 - 600 0.1094
600 - 650 0.1094
650 - 700 0.1013
700 - 800 0.1560
800 - 900 0.0855
900 - © 0.0478
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In Gleichung (111.2) bezeichnet x; die Zustande i der einzelnen Knoten x und pa; die Eltern-
knoten. Fir die Netzstruktur in Abb. Ill.5 kann nach Gleichung (lll.2) die gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnet werden zu:

(111.3)

Die korrespondierende Wahrscheinlichkeitstafel ist in Abb. Ill.5 gegeben. Aus den Wahr-
scheinlichkeitstafeln lassen sich die Randverteilungen der einzelnen Knoten durch Integra-
tion bzw. Summation aller anderen Variablen berechnen. Fir das Beispiel in Abb. IIl.5
ergibt sich die Randverteilung fur C zu:

(I11.4)

Bei der Marginalisierung uber mehrere Variablen spielt die Reihenfolge der Summation
keine Rolle.

Die Inferenzberechnung in Bayes’'schen Netzen dient der Propagation von Informationen
durch das Netz. Die Inferenzberechnung nutzt dabei die Struktur, die Familienbeziehungen
sowie die bedingten Wahrscheinlichkeitstabellen des Netzes, um mit effizienten Algorith-
men diese Propagation der Information im Netz zu berechnen. Fir detaillierte Betrachtun-
gen zu effizienten Algorithmen wird auf die oben angegebene Literatur verwiesen.

P(4) P(B)
al | 1.0 bl | 02
a2 | 00 b2 | 08

b

pos

bl b2
P(C|4 B)

al a2 al a2
@ cl [06 03| 02 0.1

c2 |04 07| 08 09

bl b2
PG Bl 4=a)) al a2 al a2 | PO
¢/ | 012 00 [016 00 | 0.28
¢2 | 008 00 (064 0.0 |0.72
P(B) 0.2 0.8
P(4) ] 1.0 0.0

Abb. ll.6 Konvergierendes Bayes’sches Netz mit Evidenz im Knoten A.

Einfache Beispiele kdnnen ohne solche Algorithmen leicht berechnet werden. Einige kurze
Beispiele sollen hier dazu dienen, die Berechnungen in Bayes’schen Netzen zu zeigen. Im
ersten Beispiel, das in Abb. Ill.6 dargestellt ist, ist der Zustand Uber die Variable 4 z.B.
durch Beobachtungen sicher bekannt (harte Evidenz). Welchen Einfluss hat dies auf die
anderen Variablen? Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung P(C,B 14 = a;) be-
rechnet sich Uber:

(I11.5)
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In Gleichung (l11.5) bezeichnet € = {e,, e, ..., e.} ein Set von Evidenz Uber Variablen X(¢)
des Netzes. Mit X; sind alle Variablen bezeichnet, Uber die keine Beobachtungen vorliegen.
Ziel ist es, die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser nicht beobachteten Vari-
ablen unter Berucksichtigung aller Beobachtungen zu berechnen. Das Ergebnis der Be-
rechnungen fiir das Beispiel ist in der Tabelle in Abb. 111.6 gegeben. Die Kenntnis iber den
Zustand der Variable 4 hat keinen Einfluss auf die Variable B.

Liegt Evidenz in einem Knoten eines konvergierenden Netzes lber Knoten vor, die Eltern
haben, so werden diese Elternknoten bedingt abhangig voneinander. Zur Verdeutlichung
ist dieser Fall in Abb. I11.6 dargestellt. Es wird harte Evidenz Uber den Zustand des Knotens
C = ¢, eingefiihrt. Dadurch verandern sich die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eltern-
knoten nach Gleichung (111.5). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Knoten 4 berechnet
sich zu:

> P(C=¢|A=a,B=1b)P(B=t) (11.6)

Das Ergebnis fiir die Knoten kann der Abb. 111.7 entnommen werden.

P(A|Cc2) P(B | C=cy)
0358 b 0.144
o 642 o 856
bl b2
P(C|4 B)

n al a2 | al a2
o ¢l |06 03|02 0.1

c2 (04 07 )08 09

P(4, B| C=c,)

¢l | 00 00|00 00 |000
¢2 | 005 009 [031 055]|1.00
P(B) 0.14 0.86
PA) [ 036 064

Abb. lll.7 Konvergierendes Bayes’sches Netz mit Evidenz im Knoten C.

Verwendung von Datensatzen in Modellen

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die in den einzelnen Knoten vorliegen, kdnnen tber
probabilistische Modelle oder aus Daten berechnet werden. Bei probabilistischen Modellen
werden die Eingangsgrdssen der meist parametrisierten Modelle als unsichere Grdssen
betrachtet, und so die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir einen spezifischen Zustand be-
rechnet. Modellrechnungen kommen insbesondere dann zum Einsatz, wenn sehr wenige
Daten vorliegen, um ein Phanomen zu beschreiben, die physikalischen Zusammenhange
jedoch verstanden und modelliert werden kénnen.
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Ist eine ausreichende Anzahl an Daten vorhanden, so kénnen die Verteilungsfunktionen
direkt aus diesen Datensatzen ermittelt werden. Die Schatzung der Verteilungsfunktion aus
den Daten ist wiederum unsicher. Je mehr Daten vorhanden sind, desto geringer werden
die statistischen Unsicherheiten.

Sind Datensatze (iber verschiedene Indikatoren vorhanden, so liegen diese meist in Form
einer Kontingenztabelle vor. Die Beobachtungen lber die Zustande der Indikatoren, kdn-
nen unterschiedlichen Typs sein. Abb. I11.8 zeigt eine Kontingenztabelle fir verschiedene
Indikatoren und deren Zustande fur zwei Beobachtungen. Jeder Indikator reprasentiert ei-
nen anderen Typ einer Beobachtung. Die mdglichen Zustande des Indikators X; sind von
booleschem Typ mit lediglich zwei Zustanden. Es kann Zustande von Indikatoren geben,
deren Zustande durch Bezeichnungen beschrieben werden. In den meisten Fallen sind die
Zustande der Indikatoren jedoch reelle, natlrliche oder ganze Zahlen.

Liegen solche Daten vor, kdnnen diese direkt verwendet werden, um die Wahrscheinlich-
keitsverteilungen in einem Bayes’schen Netz zu aktualisieren. Auf das Aktualisieren der
Netze wird im nachsten Kapitel ndher eingegangen. Bei Kontingenztabellen, wie bei allen
Datensatzen, kann es vorkommen, dass einige Daten fehlen. In Abb. 111.8 ist dies fir die
zweite Beobachtung des Indikators X der Fall (N/A engl.: not available). Wie im nachsten
Kapitel gezeigt wird, kbnnen unter Verwendung geeigneter Algorithmen die in inkompletten
Datensatzen enthaltene Information verwendet werden.

Abb. 1l1.8 Kontingenztabelle fiir verschiedene Indikatoren.

Indikatoren
X X X3 Xi X
1. Beobachtung Boolesch Label R N 7,
2. Beobachtung Boolesch N/A
i. Beobachtung

n. Beobachtung

Aktualisierung unter Verwendung von Datensatzen

Vorhandene Datensétze kdnnen in Bayes’schen Netzen direkt genutzt werden, um die Ver-
teilungsfunktionen der Indikatoren zu bestimmen oder zu aktualisieren. Dazu kénnen die
Daten aus den Kontingenztafeln direkt in das Bayes’sche Netz einfliessen. Die Mdglichkeit
des Lernens macht Bayes’sche Netze besonders interessant. Dieses Lernen erfolgt Gber
die Aktualisierung mit neuen Daten, sobald diese verfligbar sind und kann Gberall dort ein-
gesetzt werden, wo Daten gesammelt werden. Im Strassenwesen kénnen z.B. aktuelle
Beobachtungen Uber die Verkehrsmenge und Verkehrsverteilung verwendet werden, um
Modelle zur Beschreibung der Unfallgefahr zu aktualisieren.

Allgemein ist von Interesse, wie sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung dndert, wenn die
Beobachtungen beriicksichtigt werden. Im einfachsten Fall soll davon ausgegangen wer-
den, dass die a-priori Verteilung nichtinformativ ist. Welche Verteilung als nichtinformative
a-priori Verteilung gewahlt werden sollte, wird in [87] diskutiert. Die a-posteriori Verteilung
kann dann_tber den Maximum Likelihood Schétzer direkt ermittelt werden. Der MLM-
Schatzer P (X> = x| X; = y) der bedingten Wahrscheinlichkeit, dass X. = x ist, gegeben,
dass X; = y ist, kann angegeben werden zu:
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IS(X —z|X, = )_IAJ(XQ—I,Xlz?/)_ - N _"(XZZIaX1=y) (M.7)
2 = 1=Y)= IS(X1:3/) N 71(X17=y) B n(X, = y)
N

Hierin bezeichnet n (X = x, X; = y) die Anzahl der Beobachtungen aus dem Datensatz, in
denen der Indikator X> den Wert x angenommen hat und X; gleichzeitig den Wert y hat. Der
Divisor der Gleichung (l11.7) entspricht der gesamten Anzahl an Beobachtungen, in denen
der Indikator X; den Wert y angenommen hat. Allgemein kann Gleichung (l11.7) formuliert
werden, indem alle méglichen Elternknoten bertcksichtigt werden:

n(X,.pa;) (111.8)

n ( pra; )

0 in Gleichung (l11.8) kann als Vektor der Parameter der Verteilung verstanden werden.

0 = IS(XI. | pa,i) =

Die Aktualisierung soll an einem einfachen Beispiel illustriert werden. Dazu soll das Netz
in der Abb. 111.9 betrachtet werden. Die Abhangigkeiten der Indikatoren im Netz sind fest-
gelegt. Uber die Verteilungsfunktionen der Indikatoren ist a-priori jedoch nichts bekannt.
Dieser Zustand soll durch eine Gleichverteilung beschrieben werden, d.h. jeder Zustand
der Indikatoren ist gleichwahrscheinlich. Diese a-priori Verteilungen der Indikatoren sind
mit P'(-) bezeichnet. Des Weiteren liegt ein Set von neun Beobachtungen der Indikatoren
A und B vor, die in der Kontingenztabelle zusammengefasst sind (siehe Abb. IIl.9). Die
Verteilungsfunktionen der Indikatoren kénnen unter Verwendung der Beobachtungen nach
Gleichung (I11.7) aktualisiert werden. Der Zustand a; des Indikators 4 wurde fiinfmal beo-
bachtet.

Dementsprechend ist die aktualisierte Wahrscheinlichkeit P"(4 = a;) = 5/9 = 0.556. Die so
berechnete a-posteriori Wahrscheinlichkeitsverteilung wird mit P"(-) bezeichnet. Die Ergeb-
nisse fur alle anderen Zusténde sind in Abb. 111.9 zusammengestelit.

P'(4)
al
a2

P"(4)
0.5 al | 0556
0.444

Beobachtungen A B

. az
Erfahrung | 9
1 al bl
2 al b2
3 a2 bl
4 a2 b2
5| ar w2 °
6 al b3
T P p@a O I 10 N
8 al bl
9 2 bl b1 10333 0.333 0.400 0.500
b2 (0333 0.333 b2 10.400 0.500
b3 (0333 0.333 b3 (0.200 0.000
Erfahrung 5 4

Abb. 1ll.9 Aktualisierung Bayes’scher Netze unter Verwendung von Beobachtungen.
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In der bedingten Wahrscheinlichkeitstabelle des Indikators B tritt eine Zelle mit dem Wert
Null auf. Dieser Zustand ist in den Daten nicht beobachtet worden. Es sollte beachtet wer-
den, dass fur praktische Anwendungen dieser Fall vermieden werden sollte, da Nullzellen
auch durch weitere Daten nicht mehr aktualisiert werden konnen. Ist die a-priori Wahr-
scheinlichkeit gleich Null, so existiert dieser Zustand nicht und kann demnach auch nicht
aktualisiert werden. In praktischen Anwendungen bietet es sich an, Nullzellen durch Addi-
tion einer inkrementell kleinen Wahrscheinlichkeit zu vermeiden. Es sollte auch bedacht
werden, dass bei sehr grossen Netzen die Anzahl von Beobachtungen sehr gross sein
muss, um jede Kombination der Zustande der Indikatoren beobachten zu kénnen.

Im Bayes’schen Netz wird auch die Erfahrung angegeben und entspricht der Anzahl an
Beobachtungen. Werden neue Beobachtungen gemacht, dann kann das Netz mit dem
neuen Set an Daten aktualisiert werden. Die bestehende Erfahrung gewichtet dann den
Einfluss, den ,alteres” Wissen hat.

Werden die Erfahrungen einer alteren Stichprobe genau mit der Anzahl der Beobachtun-
gen gewichtet, so sind die neue und die alte Information gleichwertig.

In Fallen, in denen die neue Information mehr wert ist als die bereits Bestehenden, kénnen
altere Informationen auch geringer gewichtet werden. Dies wird auch als dquivalente Stich-
probengrésse (equivalent sample size) bezeichnet. Dadurch wird auch ermdéglicht, Exper-
tenwissen in das Modell einfliessen zu lassen. Im Beispiel in Abb. IIl.9 wurde von einer
nicht-informativen a-priori Verteilung ausgegangen, d.h. es wurden Gleichverteilungen fur
die Indikatoren gewahlt. Da keine Erfahrung vorlag, ist auch die Erfahrung gleich Null. Kann
ein Experte die Verteilung des Indikators einschatzen, kann dieses Wissen als a-priori Ver-
teilung genutzt werden. Unter Verwendung der Erfahrung kann er seine Einschatzung zu-
satzlich gewichten. Einen hohen Wert bei der Erfahrung deutet darauf hin, dass sich der
Experte in seiner Einschatzung sicher ist. Das der degree of belief eines Experten in das
Netz einfliessen kann, ist ein wesentlicher Vorteil. Durch das Einbeziehen dieses Exper-
tenwissens kann Gleichung (I11.9) erweitert werden zu (Dirichlet Prior):

(y(Xi | pai)Jr n(Xi | paj) (111.9)

R e

Der zuséatzliche Term « (X; | pa;) berlicksichtigt die aquivalente Stichprobengrosse « der a-
priori Verteilungsfunktion fir den Zustand des Elternknotens pa; und berechnet sich zu:

a(Xil pai)= xP' (X | pa))
(1n.10)

Auch wenn die Wahrscheinlichkeitstabellen unter Verwendung von Modellen berechnet
wurden, so kénnen diese unter Verwendung von Beobachtungen aktualisiert werden. In
diesen Fallen muss der Experte auch die Glte des Modells bewerten. Je héher die Giltig-
keit des Modells beurteilt wird, desto weniger Einfluss haben die Daten. Der Ausdruck Gdil-
tigkeit bezieht sich hier nur auf die Information in den Indikatoren. Sollen Modelle aktuali-
siert werden, so ist das Modell immer mit einem aquivalenten Stichprobenumfang zu be-
werten. Andernfalls bleibt die Information, die das Modell geliefert hat, nicht im Netz erhal-
ten. Ein Beispiel fUr eine so gewichtete a-priori Verteilung ist in Abb. II1.10 gegeben. Die a-
priori Verteilung ist nicht gleichverteilt. Diese Information ist durch einen &quivalenten
Stichprobenumfang nach Gleichung (111.10) gewichtet. Der zum Aktualisieren verwendete
Datensatz entspricht dem Beispiel in Abb. 111.10. Die a-posteriori Wahrscheinlichkeit fiir den
Zustand a; der Variable 4 berechnet sich zu:
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(A — | _ ) 40845
P'(A=a|ps)= afA=a|pa)tn(d=aps)_ T 0631 (A1)
' cu(pai.)+n(pai) 449

Es kommt nicht selten vor, dass Datensatze unvollstandig sind. Dies kann verschiedene
Griinde haben. Es kann vorkommen, dass die Daten unter unterschiedlichen Bedingungen
ermittelt wurden und dadurch in einem Datensatz mehr Daten erhoben wurden als in einem
anderen. Oft sind Zustédnde auch einfach nicht bekannt oder es wurde vergessen, sie auf-
zunehmen. Dabei sollte unterschieden werden, ob die Daten zufallig oder aus einem be-
stimmten Grund nicht aufgenommen wurden. Liegt so ein Grund vor, und ist dieser abhan-
gig vom Zustand des Indikators, so ist diese fehlende Information anders zu behandeln,
als wenn sie zufallig vergessen wurde [88]. Der erste Fall beinhaltet auch eine Information,
die bericksichtigt werden kann. Dies ist jedoch ein Spezialfall, auf den hier nicht weiter
eingegangen werden soll.

Sind fehlende Daten im Datenset zuféllig, so kénnen diese Daten mit probabilistischen
Verfahren approximiert werden. Die gangigsten Methoden sind die Markov-Chain-Monte-
Carlo-Method, die auch als Gibbs-Sampling bekannt ist [89], [90], und der Expectation-
Maximization (EM) Algorithmus [91], [92]. Da der EM-Algorithmus in vielen kommerziellen
Software-Paketen verwendet wird und effizient und einfach ist, soll er hier kurz vorgestellt
werden. Die Anwendung im Bayes’schen Netz fir diskrete Zustdnde wird anhand eines
Beispiels gezeigt.

P P(4)
al 0.8 al 0.631
a2 0.2 a2 0.369
Beobachtungen A B Erfahrung | 4 Erfahrung | 13
1 al bl
2 al b2
3 a2 bl
4 a2 b2
5 al b2
6 al b3
el e | w| e |
9 @2 bl b1 [0.500 0.200 bl [0.444 0.350
b2 (0300 0.600 b2 [0.356 0.550
b3 10.200 0.200 b3 10.200 0.100
Erfahrung 4 4 Erfahrung 9 8

Abb. ll1.10 Aktualisierung Bayes’scher Netze unter Verwendung von Beobachtungen und
Expertenmeinungen.

Der EM-Algorithmus besteht aus zwei Stufen:

o der Erwartungswertbildung einer Realisation (E-Schritt);

e der Maximierung des Likelihood (M-Schritt).

In Bayes’schen Netzwerken dient der E-Schritt dazu, den Erwartungswert der Realisatio-
nen der nicht beobachteten Zustédnde der Variable zu berechnen. Die Anzahl der nicht
beobachteten Zustande bei gegebenem Zustand der Elternknoten pa; soll hier mit u(pa;)
bezeichnet werden. Jede der nicht beobachteten Realisationen kdnnte jeden der Zustande
der Variable angenommen haben.
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Daher wird zunachst unter Verwendung der a-priori Verteilung die Wahrscheinlichkeit jedes
Zustandes berechnet. Dazu kdnnen die oben genannten Methoden zur Inferenzberech-
nung verwendet werden. Der Erwartungswert der Beobachtungen fur jeden Zustand der
Variable ergibt sich zu:

E[n(Xi | pa))] = n(Xi | pa;) + u(pa;) P' (Xi | pa) (1mn.12)

Mit diesem Erwartungswert wird der Maximum-Likelihood berechnet unter Verwendung
von Gleichung (l11.8). Dies entspricht dem M-Schritt im EM-Algorithmus. Dieser Schatzer
wird im nachsten lterationsschritt als a-priori Verteilung verwendet und der Erwartungswert
der Beobachtungen neu berechnet. Die Iteration wird solange durchgefihrt, bis ein Kon-
vergenzkriterium erreicht wird. Im Allgemeinen wird festgelegt, dass Konvergenz erreicht
ist, wenn die Differenz zwischen zwei lterationsschritten des Logarithmus des Likelihood
kleiner als ein festgelegter Grenzwert ¢§ist:

16) - 10,) <5 (I11.13)

Hierin bezeichnet i den lterationsschritt.

P'A)
al
a2

PN(A)
0.5 al | 0556
0.444

Beobachtungen A B

. a
Erfahrung | 9
1 al N/A
2 al b2
3 a2 bl
4 a2 b2
50 al b2 °
6 al b3
N Rl B X0 2P) R I 0707 N R
8 al bl
9 @2 bl bl [0.333 0.333 0.250 0.500
b2 10.333 0.333 b2 10.500 0.500
b3 [0.333 0.333 b3 10.200 0.000
Erfahrung 5 4

Abb. Ill.11 Aktualisierung Bayes’scher Netze unter Verwendung von Beobachtungen mit
fehlenden Daten.

Das Beispiel in Abb. Ill.11 soll das Vorgehen veranschaulichen. Das Bayes’'sche Netz ist,
wie in den Beispielen zuvor, bereits modelliert. Es wurde eine nicht-informative a-priori
Wahrscheinlichkeitsverteilung der einzelnen Indikatoren gewahlt. Nun soll das Netz unter
Verwendung der neun Beobachtungen aktualisiert werden. Fur den Indikator 4 ist das Set
an Beobachtungen vollstandig.

Fur den Indikator B ist das Datenset unvollstandig, die erste Beobachtung wurde nicht do-
kumentiert. Dies ist in der Tabelle durch die Bezeichnung N/A gekennzeichnet. Im ersten
Schritt wird der Erwartungswert des fehlenden Wertes unter Verwendung der a-priori Ver-
teilung ermittelt und zu den Beobachtungen addiert und mit diesem Erwartungswert unter
Verwendung von Gleichung (Il1.8) der Maximum-Likelihood berechnet. Die einzelnen lIte-
rationsschritte sind in Abb. 111.12 zusammengestellt. Das Konvergenzkriterium mit 6 = 0.001
ist nach funf Iterationen erreicht.
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Abb. lll.12 lIterationsschritte fiir den EM-Algorithmus fiir das Beispiel in Abb. I1l.11.

Iterationen
1 2 3 4 5

E[n(B=bi14=a)] 1.333 1.267 1.253 1.251 1.250
En(B=0b:14=a))] 2.333 2.467 2.493 2.499 2.500
E[n(B=0bs14=a))] 1.333 1.267 1.253 1.251 1.250
P"(B=bi14=ay) 0.267 0.253 0.251 0.250 0.250
P"(B=b;14=ay) 0.467 0.493 0.499 0.500 0.500
P"(B=b314=aj) 0.267 0.253 0.251 0.250 0.250
/ -5.303 -5.221 -5.203 -5.200 -5.199

) - 0.082 0.018 0.004 0.001

Fur den Fall, dass die a-priori Wahrscheinlichkeit bereits aus Daten ermittelt wurde, oder
die a-priori Wahrscheinlichkeit Uber einen Experten geschatzt wurde, wird in der Iteration
fur die Berechnung des Maximum-Likelihood die Gleichung (Ill.11) verwendet. Dadurch
kann die aquivalente Stichprobengrésse auch beim Aktualisieren von Netzen mit inkom-
pletten Datensatzen bericksichtigt werden.

Ein Nachteil des EM-Algorithmus ist, dass er immer gegen ein lokales Maximum des Like-
lihood konvergiert. Daher sollte bei multimodalen Verteilungen darauf geachtet werden,
dass fur unterschiedliche Startwerte im Algorithmus (d.h. unterschiedlichen a-priori Vertei-
lungen) auch unterschiedliche a-posteriori Verteilungen resultieren kdnnen.

Ein Vorteil des Algorithmus ist, dass der Likelihood durch Jensens Ungleichheitsgesetz bei
jedem lterationsschritt steigt [93]. In den ersten lterationsschritten steigt der Likelihood re-
lativ stark. Der Algorithmus konvergiert in den ersten Iterationsschritten schneller als an-
dere Algorithmen und ist effizient, wenn das Konvergenzkriterium d nicht zu klein gewahlt
wird.

Aus den Daten kann neben den bedingten Wahrscheinlichkeiten auch die Netzstruktur ge-
lernt werden [94]. Dieses structural learning ergibt vielfach Sinn bei Anwendungen, in de-
nen die Einflussindikatoren und die kausalen Zusammenhange nicht von vornherein be-
kannt sind. Im Ingenieurwesen ist dieses eher selten und wird hier daher nicht weiter er-
[Autert.
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